
  
  
 0 
 
 
 𝑥1 
 
 𝑥𝑃  
 
 
 𝑥2 
 𝑥3 
 
 𝑥 
 
 

{
𝐿 = 𝑥1 + 𝑥𝑃

𝑙 = 𝑥2 + 𝑥3 ± 2𝑥𝑃
            ⇒           {

0 = 𝑥1̈ + 𝑥𝑃̈

0 = 𝑥2̈ + 𝑥3̈ − 2𝑥𝑃̈
           ⇒       −𝑥𝑃̈ = 𝑥1̈ = −

𝑥2̈ + 𝑥3̈

2
                         (0) 

 
 

a) Using Newton’s equations: 
 

𝑚1 𝑔 − 𝑇𝐿 = 𝑚1 𝑥1̈                                              ⇒ 2𝑇𝑙 − 𝑚1 𝑔 =
𝑚1

2
(𝑥2̈ + 𝑥3̈)                  (1) 

𝑚2 𝑔 − 𝑇𝑙 = 𝑚2 𝑥2̈                                                                                                                          (2) 
𝑚3 𝑔 − 𝑇𝑙 = 𝑚3 𝑥3̈                                                                                                                          (3) 
2𝑇𝑙 − 𝑇𝐿 = 0                        ⇒    2𝑇𝑙 = 𝑇𝐿 
 
 
From (2): 

𝑇𝑙 = 𝑚2(𝑔 − 𝑥2̈) 
 
In (3): 

𝑚3 𝑔 − 𝑚2(𝑔 − 𝑥2̈) = 𝑚3 𝑥3̈  
 

𝑥3̈ =  𝑔 −
𝑚2

𝑚3

(𝑔 − 𝑥2̈) 

 

𝑥3̈ = (1 −
𝑚2

𝑚3
) 𝑔 +

𝑚2

𝑚3
𝑥2̈                          (4) 

 
In (1): 

2𝑚2(𝑔 − 𝑥2̈) − 𝑚1 𝑔 =
𝑚1

2
[(1 −

𝑚2

𝑚3
) 𝑔 + (1 +

𝑚2

𝑚3
) 𝑥2̈] 

 

4𝑚2𝑔 − 4𝑚2𝑥2̈ − 2𝑚1 𝑔 = 𝑚1 (1 −
𝑚2

𝑚3
) 𝑔 + 𝑚1 (1 +

𝑚2

𝑚3
) 𝑥2̈ 

 

[𝑚1 (1 +
𝑚2

𝑚3
) + 4𝑚2] 𝑥2̈ = [4𝑚2 − 2𝑚1 − 𝑚1 (1 −

𝑚2

𝑚3
)] 𝑔 

 

𝑥2̈ =
4𝑚2 − 𝑚1 (3 −

𝑚2

𝑚3
)

4𝑚2 + 𝑚1 (1 +
𝑚2

𝑚3
)

 

 

𝑥2̈ =
4𝑚2𝑚3 − 𝑚1(3𝑚3 − 𝑚2)

4𝑚2𝑚3 + 𝑚1(𝑚3 + 𝑚2)
 

 
In (4): 

𝑥3̈ = [1 −
𝑚2

𝑚3
+

𝑚2

𝑚3
 
4𝑚2𝑚3 − 𝑚1(3𝑚3 − 𝑚2)

4𝑚2𝑚3 + 𝑚1(𝑚3 + 𝑚2)
] 𝑔 

 

4 particles 
Constraints: They only move vertically 
         2 inextensible threads 
 
 
Degrees of freedom: 2 



𝑥3̈ =
𝑚3[4𝑚2𝑚3 + 𝑚1(𝑚3 + 𝑚2)] − 𝑚2[4𝑚2𝑚3 + 𝑚1(𝑚3 + 𝑚2)] + 𝑚2[4𝑚2𝑚3 − 𝑚1(3𝑚3 − 𝑚2)]

𝑚3[4𝑚2𝑚3 + 𝑚1(𝑚3 + 𝑚2)]
𝑔 

 

𝑥3̈ =
4𝑚2𝑚3

2 + 𝑚1𝑚3(𝑚3 + 𝑚2) − 𝑚1𝑚2(𝑚3 + 𝑚2) − 𝑚1𝑚2(3𝑚3 − 𝑚2)

𝑚3[4𝑚2𝑚3 + 𝑚1(𝑚3 + 𝑚2)]
𝑔 

 

𝑥3̈ =
4𝑚2𝑚3

2 + 𝑚1𝑚3(𝑚3 + 𝑚2) − 𝑚1𝑚2(𝑚3 + 𝑚2) − 𝑚1𝑚2(3𝑚3 − 𝑚2)

4𝑚2𝑚3
2 + 𝑚1𝑚3

2 + 𝑚1𝑚2𝑚3 
𝑔 

 

𝑥3̈ =
4𝑚2𝑚3

2 + 𝑚1(𝑚3
2 + 𝑚2𝑚3 − 𝑚2𝑚3 − 𝑚2

2 − 3𝑚2𝑚3 + 𝑚2
2)

4𝑚2𝑚3
2 + 𝑚1𝑚3

2 + 𝑚1𝑚2𝑚3 
𝑔 

 

𝑥3̈ =
4𝑚2𝑚3

2 + 𝑚1(𝑚3
2 − 3𝑚2𝑚3)

4𝑚2𝑚3
2 + 𝑚1𝑚3

2 + 𝑚1𝑚2𝑚3 
𝑔 

 

𝑥3̈ =
(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 − 3𝑚1𝑚2

(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 + 𝑚1𝑚2
𝑔 

 
In (0): 

𝑥1̈ = −
1

2
[
4𝑚2𝑚3 − 𝑚1(3𝑚3 − 𝑚2)

4𝑚2𝑚3 + 𝑚1(𝑚3 + 𝑚2)
+

(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 − 3𝑚1𝑚2

(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 + 𝑚1𝑚2

] 𝑔 

(simplified on part b) 
 

 
 

b) Using D’Alembert’s principle: 
 

{ 
𝑟1 = 𝐿 −

𝑥2 + 𝑥3 − 𝑙

2
𝑟2 = 𝑥2                         
𝑟3 = 𝑥3                         

                    ⇒               { 
𝛿𝑟1 = −

𝛿𝑥2 + 𝛿𝑥3

2
𝛿𝑟2 = 𝛿𝑥2                 
𝛿𝑟3 = 𝛿𝑥3                

                     

 

∑(𝑚𝑖 𝒓𝑖̈ − 𝑭𝑖
(𝑎)

) ∙ 𝛿𝒓𝑖

𝑁

𝑖=1

= 0 

 

−𝑚1(𝑥1̈ − 𝑔) (
𝛿𝑥2 + 𝛿𝑥3

2
) + 𝑚2(𝑥2̈ − 𝑔)𝛿𝑥2 + 𝑚3(𝑥3̈ − 𝑔)𝛿𝑥3 = 0 

 
𝑚1

2
(𝑔 − 𝑥1̈) + 𝑚2(𝑥2̈ − 𝑔) = 0                     (5) 

𝑚1

2
(𝑔 − 𝑥1̈) + 𝑚3(𝑥3̈ − 𝑔) = 0                     (6) 

 
From (0) in (5): 

𝑚1

2
(𝑔 +

𝑥2̈ + 𝑥3̈

2
) + 𝑚2(𝑥2̈ − 𝑔) = 0  

 

(
𝑚1

2
− 𝑚2) 𝑔 + (

𝑚1

4
+ 𝑚2) 𝑥2̈ +

𝑚1

4
𝑥3̈ = 0  

 
(2𝑚1 − 4𝑚2)𝑔 + (𝑚1 + 4𝑚2)𝑥2̈ + 𝑚1𝑥3̈ = 0 

 

𝑥2̈ =
(4𝑚2 − 2𝑚1)𝑔 − 𝑚1𝑥3̈

𝑚1 + 4𝑚2
                           (7) 

 
In (6): 

𝑚1

2
(𝑔 +

𝑥2̈ + 𝑥3̈

2
) + 𝑚3(𝑥3̈ − 𝑔) = 0 

 
𝑚1

2
(𝑔 +

(4𝑚2 − 2𝑚1)𝑔 − 𝑚1𝑥3̈

2𝑚1 + 8𝑚2
+

𝑥3̈

2
) + 𝑚3(𝑥3̈ − 𝑔) = 0 

 



𝑚1

2
𝑔 +

𝑚1(2𝑚2 − 𝑚1)

2𝑚1 + 8𝑚2
𝑔 −

𝑚1
2

4𝑚1 + 16𝑚2
𝑥3̈ +

𝑚1

4
𝑥3̈ + 𝑚3𝑥3̈ − 𝑚3𝑔 = 0 

 

[
𝑚1

4
+ 𝑚3 −

𝑚1
2

4𝑚1 + 16𝑚2

] 𝑥3̈ + [
𝑚1

2
− 𝑚3 +

𝑚1(2𝑚2 − 𝑚1)

2𝑚1 + 8𝑚2

] 𝑔 = 0 

 
𝑚1(16𝑚2 + 4𝑚1) + 4𝑚3(16𝑚2 + 4𝑚1) − 4𝑚1

2

16(4𝑚2 + 𝑚1)
 𝑥3̈ +

𝑚1(2𝑚1 + 8𝑚2) − 2𝑚3(2𝑚1 + 8𝑚2) + 2𝑚1(2𝑚2 − 𝑚1)

4(4𝑚2 + 𝑚1)
𝑔 = 0 

 

𝑥3̈ = −
𝑚1(2𝑚1 + 8𝑚2) − 2𝑚3(2𝑚1 + 8𝑚2) + 2𝑚1(2𝑚2 − 𝑚1)

4(4𝑚2 + 𝑚1)
 

16(4𝑚2 + 𝑚1)

𝑚1(16𝑚2 + 4𝑚1) + 4𝑚3(16𝑚2 + 4𝑚1) − 4𝑚1
2  𝑔 

 

𝑥3̈ = −
𝑚1(𝑚1 + 4𝑚2) − 𝑚3(2𝑚1 + 8𝑚2) + 𝑚1(2𝑚2 − 𝑚1)

2
 

4

𝑚1(4𝑚2 + 𝑚1) + 𝑚3(16𝑚2 + 4𝑚1) − 𝑚1
2  𝑔 

 

𝑥3̈ = −
𝑚1

2 + 4𝑚1𝑚2 − 2𝑚1𝑚3 − 8𝑚2𝑚3 + 2𝑚1𝑚2 − 𝑚1
2

2
 

4

4𝑚1𝑚2 + 𝑚1
2 + 16𝑚2𝑚3 + 4𝑚1𝑚3 − 𝑚1

2  𝑔 

 

𝑥3̈ =
2𝑚1𝑚3 + 8𝑚2𝑚3 − 6𝑚1𝑚2

2
 

4

4𝑚1𝑚2 + 16𝑚2𝑚3 + 4𝑚1𝑚3
 𝑔 

 

𝑥3̈ =
𝑚1𝑚3 + 4𝑚2𝑚3 − 3𝑚1𝑚2

𝑚1𝑚2 + 4𝑚2𝑚3 + 𝑚1𝑚3
  𝑔 

 

𝑥3̈ =
(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 − 3𝑚1𝑚2

(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 + 𝑚1𝑚2
  𝑔 

 
In (7): 

𝑥2̈ =
4𝑚2 − 2𝑚1

𝑚1 + 4𝑚2
𝑔 −

𝑚1

𝑚1 + 4𝑚2
 
(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 − 3𝑚1𝑚2

(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 + 𝑚1𝑚2
  𝑔 

 

𝑥2̈ =
(4𝑚2 − 2𝑚1)[(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 + 𝑚1𝑚2] − 𝑚1[(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 − 3𝑚1𝑚2]

(𝑚1 + 4𝑚2)[(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 + 𝑚1𝑚2]
𝑔 

 

𝑥2̈ =
(4𝑚2 − 3𝑚1)(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 + (4𝑚2 + 𝑚1)𝑚1𝑚2

(𝑚1 + 4𝑚2)[(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 + 𝑚1𝑚2]
𝑔 

 

𝑥2̈ =
(4𝑚2 − 3𝑚1)𝑚3 + 𝑚1𝑚2

(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 + 𝑚1𝑚2
𝑔 

 
In (0): 

𝑥1̈ = −
1

2
[
(4𝑚2 − 3𝑚1)𝑚3 + 𝑚1𝑚2

(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 + 𝑚1𝑚2
+

(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 − 3𝑚1𝑚2

(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 + 𝑚1𝑚2

] 𝑔 

 

𝑥1̈ = −
1

2

(8𝑚2 − 2𝑚1)𝑚3 − 2𝑚1𝑚2

(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 + 𝑚1𝑚2
𝑔 

 

𝑥1̈ = −
(4𝑚2 − 𝑚1)𝑚3 − 𝑚1𝑚2

(4𝑚2 + 𝑚1)𝑚3 + 𝑚1𝑚2
𝑔 

 


